
1、问题重述: 

给定一个 MxN 的矩形区域，现用半径为 r 的圆对

其进行完全覆盖，要求相邻两个圆相交的公共面积不

小于一个圆面积的 k%。 

1、怎应如何覆盖可使得完全覆盖整个图形时所用

圆的个数最少（注：如果一个圆只有部分在图形中，

也按一个计算）？ 

2、设 M=N=1000，r=1 00，则当 k=5 和 k=18 时，

结果如何？ 

3、是否有一般性结论？ 

2，模型的假设与符号说明: 

1.模型假设：

1.圆与圆的相交面积相同（即相交弦长相等）

2.当圆部分在矩形区域中时，仍算一个圆

3.圆环系中的弦与矩形的某些边时重合的，若不

重合我们也可以经过简单的平移，使得矩形的某

些边与弦线重合 

2.符号：

每个圆的半径 r 
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最小相交圆面积占整个相

交圆面积的百分比 

 k 

矩形的长  M 

 矩形的宽  N 

正多边形的边数  n 

每条弦所对应的圆心角   

每条弦的弦长  x 

弦到圆心的距离  d 

覆盖矩形所需圆的个数  Mpq，p 为列个数，q 为

行个数 

弦所对应的弧长  l 

扇形面积   S 扇 

三角形面积   S 三角 

相交圆面积  S 相交 

3.模型的建立与求解 

1，圆的弦所对应的圆心角 

n




2
=  
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2，弦与圆心角关系 

rl =  

3，扇形面积 

S 扇 lr
2

1
=  

4，三角形面积 

S 三角
Sinr 2

2

1
=  

5，相交面积 

S 相交
2% rk   

6，对于相交面积的关系 

   S 扇—S 三角=
2

1
S 相交 

将以上式子整理即可得到： 

22 %
2

12

2

12
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1
rk

n
Sinrrr

n



−  

即： 



− %

22
k

n
Sin

n  

  

而对于一个相当大的矩形区域我们对其划分，将其划分为很多个正

多边形。则这些正多边形应该具有刚好不重合地覆盖完整个矩形区域

（对于边界上的正多边形我们可不做要求刚好覆盖）。 

而对于正多边形的边数我们发现： 
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引理 1 在将矩形划分成正多边形中，正多边形能且只能是正三角

形、正四边形和正六边形。 

现在我们来证明引理 1： 

证明：设在划分矩形为正 n 边形且 n   3, 正n边形的每个内角值

为 a , 显然 n

n
a

)2(180 −
=

，我们设 a
x

360
=

（
*,3 Nxx  ），则 
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解方程得: 

 
3,6;4,4;63 ====== nxnxnx ，

。 

即: 在将矩形划分成正三角形中只可能是正三角形、正四边形、正

六边形，因此，应选择正三角形、正四边形或正六边形拼接矩形区域。 

 

现在我们对 n 取不同值时，讨论 k 的临界值： 

方案一：当用正三角形划分矩形，即 n=3 时 




− %
3

2

3

2
kSin

 

解出临界点: k1=39.1002 

方案二：当用正四边形划分矩形，即 n=4 时 

 




− %
4

2

4

2
kSin
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解出临界点: k2=18.1690 

方案三：当用正六边形划分矩形，即 n=6 时 




− %
6

2

6

2
kSin

 

解出临界点：  k3=5.7669 

故而： 

1.当 12 kkk 
时，我们选择用正三角形来划分

矩形，所用正三角形的个数即为覆盖矩形所用最少圆

的个数。 

2.当 23 kkk  时，我们选择用正四边形来划分

矩形，所用正四边形的个数即为覆盖矩形所用最少圆

的个数。 

3.当 30 kk  时，我们选择用正六边形来划分

矩形，所用正六边形的个数即为覆盖矩形所用最少圆

的个数。 

而对于给定圆与圆的相交面积为 k0时，我们也可以

用以下不等式算出 n 的值 

1

2
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2
%

22

+
−

+
−

n
Sin

n
k

n
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



 （ *Nn ） 

对于完全覆盖 NM  矩形圆个数
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的计算 

对于方案一，对于 n=3 时，即当 12 kkk 
时， 

此时经过一系列验证，图形是不存在的。 

 

对于方案二，对于 n=4，即当 23 kkk  时，所用圆

个数： 

对于每列个数 mpj： 

( )qjNmrmNrm pjpjpj ,...3,2,12)1(2 * =− ，其中

 

解出 ）且（ *
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故而 

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同理对于每行个数 miq： 

( )piNmrmMrm iqiqiq ,...3,2,12)1(2 * =− ，其中

解出 ）且（ *

2
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故而 







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r

M
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iqpjpq mmm =
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对于方案三，对于 n=6，即当 30 kk  时，所

用圆个数为 

当 pjn 为奇数时有： 

对于每列个数 mpj： 

 

++++++++++ Nrrrrrrrrrr

pjm

   2

1
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为奇数且

）（

pj

m

mrrrrrrrr

pj

  
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1
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  解出：
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 故，
为奇数且 pjpj m

r

rNr
m 


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 −+
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  对于每行个数 miq 

 

( )pimrmMrm iqiqiq ,...3,2,12)1(2 =− 为奇数，其中

解出 为奇数）且（ iqiq m
r

M
m
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M
+
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    故而 




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
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r

M
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2

2
 

   当 11 += −iqiqiq mmm 为偶数时，  

 所以用奇数行可以覆盖时，即 p 为奇数时 

iqpjqipjpq mmmmm 2)12( += −
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( )qjpi ,...2,1;,...2,1 ==  

当 pjn 为偶数时有： 

对于每列个数 mpj： 

 

+++++++++ Nrrrrrrrrr

pjm

  
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为偶数且
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故，
为偶数且 pjpj m
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所以用偶数行可以覆盖时，即 p 为偶数，此时总的个

数为: 
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iqpjqipjpq mmmmm 2)12( += −

  

( )qjpi ,...2,1;,...2,1 ==  

4 对于当 M=N=1000，r=1 00，则当 k=5 时，我们选择

方案三计算，可得出所用总圆个数最少 

经验证 p 为奇数，故有 

 
为奇数且 pjpj m

r

rNr
m 
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

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     = 
为奇数且p











−+

1003

10022100021003

 

      =7 

而经简单计算得，偶数行的列数为 8，而奇数行的列数为 7 

所以：总的个数为: 

iqpjqipjpq mmmmm 2)12( += −
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( )qjpi ,...2,1;,...2,1 ==  

= 523847 =+  

如图：  

 

k=18 时，我们选择方案二计算，可得出所用总圆个数

最少 

故而
8
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所以：
个6488 === iqpjpq mmm

如图： 

 

5，模型的推广 

此模型针对不同的 k 值做出了不同的讨论，最后得出一般结

论：当 时3kk  ，用正六边形来划分矩形区域，当

23 kkk  时，用正四边形来划分矩形区域，当

2kk  时，是不存在这样的划分，即不存在这样的覆盖。

而对于不等分隔圆时，我们可以由 MxN 来确定后进行每个

相邻圆间相交面积相应的增调整，得出一般性规律。 
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